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工学教程「線形代数 II」試用版 (2012年 3月 20日版) 訂正

試用版は，正式出版に先立ち，東京大学工学部において講義資料として準備され

たものです．最終形は，

　　室田一雄・杉原正顯：東京大学工学教程（基礎系 数学）「線形代数 II」，

　　丸善出版，2013. (ISBN 978-4-621-08714-5 C 3341)

として出版されております．

●命題 2.4（30頁）の証明を以下のように変更する．

(証明) 固有ベクトルの条件 Az − λz = 0 を弱めた不等式条件 Az − λz ≧ 0 を

導入して，任意の非負ベクトル z (̸= 0)に対して

µ(z) = max{λ | Az − λz ≧ 0}

と定義する．上式の右辺で λ = 0は不等式条件を満たすので µ(z) ≧ 0であり，

µ(z) = min
i:zi>0

(Az)i
zi

と書けることからもわかるように，µ(z)は有限値 (無限大でない値)である．

次に，z を動かして µ(z)を最大にすることを考えて，

α = sup
z≧0, z ̸=0

µ(z)

と定義する．このとき，次のことに注意する．

(1) 任意の z ≧ 0 (z ̸= 0)に対して，その成分の最大のものを zi∗ とすると

µ(z) = min
i:zi>0

(Az)i
zi

≦
∑n

j=1 ai∗jzj

zi∗
≦ max

1≦i≦n

n∑
j=1

aij

が成り立つ．したがって，αは有限値である．

(2) 正の実数 cに対して µ(cz) = µ(z)が成り立つので

α = sup
z≧0, ∥z∥=1

µ(z)

と書き直せる．したがって，S = {z | z ≧ 0, ∥z∥ = 1} に含まれる点列
x1, x2, . . ., xk, . . .で µ(xk) → αを満たすものが存在する．S は有界閉集合
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（コンパクト集合）だから，点列 (xk)は収束部分列 xk(1), xk(2), . . ., xk(l),

. . . をもち，その極限 x = liml→∞ xk(l) は S に含まれる*1．また，不等式

Axk(l) −µ(xk(l))xk(l) ≧ 0 において l → ∞とすると Ax−αx ≧ 0が得られ

る．したがって

Ax− αx ≧ 0, x ≧ 0, x ̸= 0

である．

(3) α > 0である．なぜならば，Aの既約性により Aの行和はすべて正であり，

一方，1 = (1, 1, . . . , 1)⊤ に対して µ(1) は A の行和の最小値に等しいので，

α ≧ µ(1) > 0となるからである．

上の αと xに対して

Ax− αx = 0, x > 0

が成り立つことを以下に示そう．行列 Aの既約性と命題 2.3(2.1.3項) により (I +

A)n−1 > Oが成り立つので，y = (I +A)n−1xとおくと y > 0となる．

Ay − αy = (I +A)n−1(Ax− αx)

であるが，仮に Ax − αx ̸= 0 とすると，Ay − αy > 0 となり，したがって，

µ(y) > αとなるが，これは α の定義に矛盾する．ゆえに Ax − αx = 0である．

最後に，y = (I +A)n−1x = (1 + α)n−1x と y > 0 により x > 0が示される．

■

*1 一般に，コンパクト集合の点列は収束部分列をもつ．Rn においては，コンパクト集合であるこ
とと有界閉集合であることは等価であることに注意されたい．なお，関数 µ(z) は連続関数とは
限らないので，収束部分列を用いた議論が必要となっている．


